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7 Aufzahlbarkeit & Entscheidbarkeit

Bisher ist bei der Frage nach der Entscheidbarkeit bekannt, daf3 z.B. das Selbstanwendungsproblem oder das
Halteproblem nicht entscheidbare Probleme sind. Differenziert man diese Problematik, so kann man die enseiti-
ge Entscheidbarkeit, die sogenannte Aufzéhlbarkeit untersuchen. Die Klasse der entscheidbaren Spracdhen ist
eine edite Teilmenge der Klasse der aufzéhlbaren Sprachen.

Def. A ,aufzahlbare Menge":

Sei X ein endliches Alphabet.

Eine Menge MOX* heil3t aufzéhlbar, wenn M#0 oder wenneseine TM 1= (S, X, I, 8, S, b) gibt, die folgenden

Bedingungen geniig:

1. XOr dbOX

2. Tterminiert fir jede Eingabe |" mit n=0

3. M={Res([)[n=0}
M sei der Wertebereich der TM 1, stellt also de Vereinigung dler Ergebnisse der TM 7 dar. Esist nicht ausgeschlos-
sen, daR herbei unterschiedliche Eingaken das gleiche Wort aus M als Ergebnis haken. (Res/(|™) = Res/(|") Jm#n)
Dadurch kann dese Definition awch endiche Mengen M beschreiben, indem ab einem bestimnten Indeximmer wieder
die selben Worter ausgegeben werden. Es bleibt also bei der bisher ausgegebenen (endlichen) Zahl von Wortern aus M.

Beispid ener aufzdhlbaren Menge:
Sei 1= ({08}, { [}, {6}, 3, {s0.0}) mit folgendem &:

[, wenn n gerade

Esist also Res([") = { ", wenn n ungrade

Fir M als Menge dler Ergebnisse von T ergibt sich mit M = { ™" | nOINy} die Menge dler ungeraden Zahlen, als
eine aifzéhlbare Menge.
In diesem Beispiel kommt jedes Wort x(£OM zweimal als Ergebnisder TM T vor.

Satz B ,CH-0« Défrv = Resiv « RM = AUF = p-rek”:

Sei X ein endliches Alphabet.

Eine Menge MOX* ist gegeben.

Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

i) M istaufzéhlbar

ii) M ist Ergebnisbereich einer TM ™ = RM

iii) M ist Haltebereich einer TM /
iv) v, ist partiell rekursiv
v) M OCH-0 CK\//u-rek

Es ergibt sich folgender Ringschluf3: AUF
OO v)yOiv)Oiii)d i)

Beweis:

L) O i) Ist M=0, so wird dieser Fall durch eine prinzipiell nichthaltende TM erledigt. Andernfall s ist dieser
Schluf? durch die Definition A gegeben.

L) 0 v)*: Nach Satz 6.Q kann zu jeder TM 1 = (S, X, I", 8, S, b) eine Grammatik G; = (N, T, P, ) konstruiert
werden, mit L(G;) = {w#v | Resy(w)=v}.
Nun ergdnze man G; um weitere Regeln zu G;', so dal3 cer erste Tell von alen Wérter aus L(G;), namlich die
Zeichenkette ,w#* entfernt wird. Esfolgt also: DvOX*: L(G;') ={Vv | Res(w)=v}.
G, ist CH-0, G;' ist esdaher auch.

»V) O iv)": Diesist durch Satz 6.Q schon gegeben.

»1v) O iii)": Nach der Definition von v, gibt es eine TM, die fur ale Worter wOM mit der Ausgabe ttOX*

anhélt.
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_ t, wennwM
LlJM(W)_{ 0, wennwCM

L) O ) Sa 1=(S,X,IM,0,q0,b) €eine TM. Sei MOX* der Haltebereich der TM 1: M = {vOX* | Res(v) exis-
tiert}.

FallsM=0, dannist M aufzéhlbar. (als Ergebnisbereich einer nichtterminierende TM)

Sel d'so Mz[0.

Um M als Ergebnisbereich zu erhalten, betrachte man folgenden Algorithmus:

a) Da M#[, kann man ein beliebiges aber festes Wort z[OM wahlen, welches immer dann auszugeben ist,
wenn der Algorithmus in einem Zustand terminiert, in dem gerade kein gitiges Wort aus M ermittelt
wurde. z ist also ein Dummy-Wort.

b) Sei a[IX der erste Buchstabe des Alphabets bezigli ch der lexikographischen Reihenfolge.

¢) Es & N:X* - X* die Nachfolgeoperation beziglich der Iexikographischen Ordnungmit N(g)=a,. Diese
Operation ist durch eine TM redisierbar.

d) Nun geht esumdie TM T, welche a1 jeder Eingabe |" das n.te Wort aus der Menge M (dem Haltebereich
der gegebene TM 1) liefert.

Anfanglich steht [ auf dem Band. Nun schreibe T° die Zeichenkette ,#z#e[3¢qob$#att* dahinter. Hierbel
sind # (3, ¢, $ Begrenzer. € ist das erste Zeichen aus X*. qgb ist der Startzustand der TM 1. a sei das erste
Ledte" Wort aus X*. Der LSK stehe auf dem ¢. Auf dem Band steht komplett: , ['#z#e¢qob$tatt” .
Allgemeiner |&3t sich ein von T* erreichbarer Zwischenzustand auf dem Band darstellen als:

o [ HZHW1BEULGL V1 BWB E LTV 2 $W3B E UGV BW,BE. . BEWB UGV SHNVH

[ ist die Zahl der ibriggebli ebenen eingegebenen |. (anfangs noch n Stiick)

z ist das Dummy-Wort. (wie zu Anfang auch)

W1, Ws, ..., Ws Sind die noch zu bearbeitenden Worter mit den zugehdrigen (durch Simulation der TM 1)
bisher erreichten Konfigurationen ugyvi, UsQoVa, ..., UOVs (@nfangs ist dies nur € mit dem zugehérigen
~bisher erreichten” Startzustand gyb)

w ist das (n-m).te Wort der Sprache X*. Dies entspricht N"™(€). (anfangsist es N(g))

Diese Konfigurationen uqyv; der TM T sind nun racheinander in die jeweili gen Folgezustande u;' g;‘ v;'
zu (berfuhren. (Diese Folgezustdnde e'geben sich aus der 6-Tabellevont.)

Sollte die TM T hierbei enden, also einen Haltezustand liefern, so setzte die smulierende TM t° den Fol-
geastand g auf «.

Nadhdem alle smulierten TM 1 auf dem Band einen Schritt ausgefiihrt haben, ist das Ende der Band-
inschrift ,#w#* durch ,wR¢gob$#N(W)#* zu ersetzen. Das Wort w wird also zum Eingabewort einer neu
zu startenden TM 1. Das Nadhfolgewort von ,w* wird ermittelt und hinten auf das Band geschrieben.
Die TM T' hat nun folgende Bandinschrift:

o[ HZAWBEU Oy V1 SWoB L' O Vo BWaBEUS 05 Vs SW,4BE... BEWB LU O Vs SEWREgbSHN (W)#*

Nunsind folgende iterative Schritte auszufiihren:
if m==0 then , 16sche dles bis auf das z*; stop; // wenn ndig gb das Dummy-Wort aus
else m:=m-1; // streiche én | weg

while [0, =€ do// solange es noch err eichte Endzusténde gibt
~nimmdaskleinste j mit g;*=€“; // nimmden kleinsten Indexder Endzustéande
if m==0then , 16sche dl es bis auf w;"; stop; // wenn erlautt gib das aigehdrige Wort aus
ese ,losche wBeu’g’vi'$ “; m:=m-1; // andernfall s I6sche zugehdrige TM undreduziere mumeins
fi

od

~Stelle LSK auf das erste ¢; // geh wieder zurtick vor die aste TM

fi

Ist bei der Abarbeitung kein stop erreicht worden so starte die TM 1' die ganze Iteration erneut. Esist

also zuerst wieder der Folgeschritt fur jede aif dem Band befindliche (da zu simulierende) TM T auszu-

IMan beadte, da3 ,bx“ < ,aaa“gilt, denn de ,<"-Relation der Menge X* ist definiert durch:
1. y<a<a:<..<a, hierbel seien a bis a, die Buchstaben aus dem Alphabet X
2. fortgesetzt auf Worter gilt fur beliebige u,vOX* zunachst bei der ,<“-Relation:
u<v = (Juip) 8 ( ul=N=n
Ou = ugu,...u,
OV =VVo...V,
000{1,2,...n-1} (ui=vy Ouy=v, O Ou=y; Ouivy)

Dies kann leicht auf die ,<"-Relation fortgesetzt werden.
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fuhren. Dabel werden wieder die mdglicherweise ereichten Endzusténde durch ein & as Folgezustand
markiert.

An diesem ,.€* kann im AnschluB jede gerade angehaltene TM erkannt werden, welche dann wieder
geloscht wird (fur den Fall, dal® m noch grof%er als Null ist) oder aber deren zugehoriges erkanntes Wort
ausgegeben wird (im Fall, daf3 m gerade Null geworden ist).

Die TM 1 kann rach der churchschen These® simuliert werden. Diese TM T° wiederum simuliert die
Konfigurationsiibergénge der TM T flr alle Wérter aus X*.
Wenn ein beliebiges Wort w ein Element aus dem Haltebereich der TM 1 ist, so mul3 de Teil komponente
von T' welche mit w gestartet wurde auch irgendwann terminieren. Dieses Wort w wird auch bei Eingabe
eines ganz bestimmten |" ausgegeben. OmOINChOING( Res([)=win )
Es werden allerdings auch nu solche Worter ausgegeben, fir welche die TM T terminiert. Hierzu gehort
auch das haufig ausgegebenen Dummy-Wort z, welches immer dann ausgegeben wird, wenn die Zahl der
Striche an Anfang des Bandes (die Anzahl wird in jedem Schritt um mindestens eins reduziert) gerade
Null wird, aber keine der simulierten TM T im gleichen Schritt terminiert hat. Dies ist insbesondere dann
der Fall, wenn M eine endliche Menge ist. Ab dem Index n, der mit der Eingabe [" das letzte Wort aus M
als Ausgabe ar Folge hat, wird bei Eingabe von [™™ mit m>0 nur noch z ausgegeben.
Esist also M = Res(|") mit n=0
O
Def. C , entscheidbare Menge":

Sei X ein endliches Alphabet.
Eine Menge MOX* heifdt entscheidbar, wennihre dharakteristische Funktion berechenbar ist.

Eigenschaften aufzdhlbarer und entscheidbarer Mengen:

Aufzahlbarkeit Entscheidbarkeit
e asymetrisches Phdnomen e symetrisches Phdnomen
e istM eine affzéhlbare Men- |+  flr eine entscheidbare Men-
ge, so gibt esalso eine TM ge M gibt es wohl halten-
welche fur alle Worter aus de TM fir Worter aus M
M hélt (wOM), asauch fir Worter,
»  Fur dieMenge M gibt es dienichtinM (wOM) lie-
keine haltende TM gen.
v, ist die zugehdrige partiell Xu ist die augehtrige total cha-
charakteristische Funktion rakteristische Funktion

SatzD ,MOENT =« MOAUFOM OAUF":

Eine Menge MOX* ist genau dann entscheidbar, wenn die Menge M selbst und das Komplement (M = X*\M )
aufzéhlbar sind.

Bewels:

0“1 1st M entscheidbar, soist x,, mit einer TM T berechenbar. Nunist T so abzuwandeln, daf3 T in eine Endlos-
schleife gerét, wenn xM(w)zt. (Hat also de total charakteristische Xu Funktion ergeben, dal3 w nicht zu M ge-
hort, so wird nunin einer Endlosschleife weitergearbeitet.) Dies hat zur Folge, daf3 nur noch v, berechnet wird.
Analog kann die partiell charakteristische Funktion von M bestimmt werden, indem die au X,, 9ehdrende TM 1
endlos weiterarbeitet, wenn xM(w)ztt, alsow ausM ist.

.0 " ldee Esist M aufzéhlbar, also existiert eine TM 1, fUr die partiell charakteristische Funktion von M, um
festzustellen, dal3 ein Wort w aus M ist. M ist Ergebnisbereich der TM T1;.

Esist auch M aufzénlbar, also gibt es ebenso eine TM 1, fir die partiell charakteristische Funktion von M, wel-
che entscheidet, ob ein Wort w aus M ist.” M ist Ergebnisbereich der TM 1.

Nun bilde man die TM 1, welche die Arbeitsschritte von beiden TM parallel abarbeitet. Da entweder 1; oder 1,
terminieren, wird auch T terminieren urd liefert so entsprechend, obw O M oder w O M. .

2 Der amerikanische Logiker Alanzo Church (19031995 formulierte 1936 de nach ihm benannte These:
»Jedeimintuitiven Snne berechenbare Funktionist turingberechenbar”.
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Def./Satz E ,ENT, AUF*:

Sei ENT dieKlasse dler entscheidbaren urd AUF die Klasse dler aufzéhlbaren Sprachen.

Dann glt:

1. Jede endliche Spradhe ist aufzéhlbar und entscheidbar.

2. ENT ist abgeschlossen gegen Vereinigung Durchschnitt, Komplement, *-Bildung urd Konkatenation ({1,
n 1_ il *1 .)

3. AUF igt ist abgeschlossen gegen Vereinigung Durchschnitt, *-Bildung urd Konkatenation (1, n, *, *) aber
nicht gegen Komplementbil dung (siehe Definiti on).

Def. F  Halteproblemsprache H" :

Sei Xo = {O, l} i

DieMengeH:={ bw;00u| TtisteineTM

X das zugehdrige Eingabedphabet

bw, ist die bindre Standardcodierung on T
udX

Res;(u) existiert

OoooOogdg

}
hei 3t Halteproblemsprache.
u ist das Wort, fur das die TM laufen soll. Diese liegt ebenfall s auf dem Band vor, binér codiert. Dazwischen steht z2weimal
das Zeichen Null.

Einschub , bindre Standardcodierung”:

DieTM tmitt=(S, X, I, §, %, b) ist vorgegeben.

Nunl&ft sich T wie folgt betrachten:

* N sa dieAnzahl der Zustdnded 0.B.d.A. sl S={0, 1, 2, ...,n-1}
o F={vnYa - W}

o X={¥i ¥y v} OT

e Obesteht ausn- k Zeilen zu je 5 Wortern (s,x,s' ,x‘,Bewegung

e 0.B.dA.: 5=0, b=y, i1<i<..<i,
Seinunl,=rof{,,",;“r0{0,1,2 ..,n}

Folglichist nunSOT,

Nun kannman zu jeder TM T eindeutig ein kodiertes Wort w; zuorden:

F2* OWe = MY Vi ¥0,¥1,0(0,Y1);:8,¥2,6(0,Y2); .. 0;...;n-1,i, 8(3(n-1) W)

Diesist die Standardcodierungder TM T.
Das Wort w, ist leicht in ein Wort bw, 0 {0,1}* = X* zu tberfuhren. Dies nennt man die bindre Standardcodie-
rungder TM 1.

Lemma G, HOAUF\ENT":
H ist aufzéhlbar aber nicht entscheidbar.

Beweis:
Die Nichtentscheidbarkeit ist bereits bekannt. Um die Aufzadhlbarkeit zu zeigen, mufd man eine TM T konstruie-
ren, deren Haltebereich H entspricht. (siehe Satz B)
Diese TM 1' arbeite wie folgt:
Sie pruft zuerst zu jedem vOXq*, ob v die Form ,,bw;00u* hat. Wenn richt, dann geht sie in eine Endlosschleife.
Andernfalls andert sie das Wort ,,bw,00u“ um in , bw#¢u$*. Nun simuliert T schrittweise die Arbeit von T,
indem die &-Tabell e von T schrittweise in dem Band von 1(¢u$) umgesetzt wird.
Falls T nicht terminiert, dannterminiert auch t* nicht.
Songt trifft T irgendwann auf ,,H* (also dem Halten der TM 1).
Im Anschluf3 [6scht T* ales bis auf ein Symbal t0Xo.
Folglichist H Haltebereich der TM t°.

[l
Def./Satz H ,universelle TM*“:

Esgibt eine TM 1, die ds Eingabe @ne beliebige TM 1° und ein Wort w akzeptiert und nundie Arbeitsweise von
T' auf dem Wort w simuliert. h(t*,w) = h.(w). T heil3t universelle TM und ist eff ektiv konstruierbar.
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Def. | , Chomsky-Hierarchie":

Man stellt bei der Betradchtung der bisher bekannten Spradhen fest, dal3 sie sich hinsichtlich Ihrer Madtigkeit
unterscheiden. Die Bezehungen von Grammatiken zueinander wurden von A. Noam Chomsky genauer unter-
sucht. Erweitert man diese Chomsky-Hierarchie durch die bekannten Modelle ekennender Automaten, so erhalt
man folgende Ubersicht:

Chomsky-Hierarchie:

abzé&hlbare Sprachen
|
CH-0=AUF=TM=RM=p-rek
|
ENT

I
CS-1/CS=ERW =NLBA

I
CS-2/CF=NPDA
I\

\
CS-3/RL/LL=REG=DA=NA
B
hierbel meint | ,dal3A edtinB enthatenist, also ACB gilt.
A

CH-0: Sprachen des Typs Chomsky-0. Dies ist die Menge der Sprachen, die durch Grammatiken ohne Ein-
schrénkungen erzeugt werden.

AUF: Menge der aufzéhlbaren Sprachen.

TM: Menge der Sprachen, welche durch TM erkannt werden kénnen.

RM: Menge dler Sprachen, die durch Registermaschinen erkannt werden kdnnen.

p-rek: Diesist der Wertebereich aller p-rekursiven Funktionen. Dies snd all e Funktionen, welche durch endlich
viele Anwendungen der Erzeugungverfahren aus den Grundfunktionen hervorgehen.

ENT : Die Menge dler entscheidbaren Sprachen.

CS-1/CS: Spradhen des Typs Chomsky-1. Diesist die Menge der Spracdhen, die durch kontextsensitive Gramma-
tiken erzeugt werden.

ERW: Sprachen vom Erweiterungstyp.

NLBA: Dies snd die Sprachen, welche von nichtdeterministisch linea beschrénkten Automaten erkannt werden.

CS-2/CF: Sprachen des Typs Chomsky-2. Dies ist die Menge der Sprachen, die durch kontextfreien Grammati-
ken erzeugt werden.

NPDA: Menge dler Sprachen, welche von nichtdeterministischen Push-Down-Automaten erkannt werden.

DPDA: Menge der Sprachen, die von deterministischen Push-Down-Automaten erkannt werden.

LIN: Menge dler lineaen Sprachen.

CS-3/RL/LL: Sprachen des Typs Chomsky-3. Dies ist die Menge der Spradchen, die durch rechtslineare bzw.
linkdlineare Grammatiken erzeugt werden.

REG: Menge dler reguléren Ausdriicke.

DA: Menge dler Spradhen, die von deterministischen Automaten erkannt werden.

NA: Menge der Sprachen, welche von richtdeterministischen Automaten erkannt werden.

Beispiele fur Spradien:

Xo*\H O abzahlbar\CH-0 ........cccooeeiiiiiieeiieee e abzahlbar, aber nicht aufzihlbar

[ IOt 0 1Y = AN N T aufzahlbar, aber nicht entscheidbar

{ww |WOX*} O CH-I\CH-2....oooiiiiiiiiiiiiieeee e kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei

{ww WR | w,vOX*} O CH-2(DPDALLIN)......ooc... kontexfrei, aber weder linear noch durch DPDAs akzeptier-
bar

{w | Wl = wl} ={w |#w =#w} ODPDA\LIN........... ist durch DPDAs akzeptierbar, aber nicht linear

{wWwR [ WOX*} OLINVDPDA ..o ist linear, aber nicht durch DPDAs akzeptierbar

{wew® |wOX*}, {0"1" |n=0} O (DPDADLIN)\CH-3....sind sowohl linear als auch durch DPDASs akzeptierbar, aber
kein reguldrer Ausdruck

Seite 7



7.1 Bussy Beave

Def. K ,Busg/-Beaver-TM*“:

a) eneTM (B heifdt Busgy/-Beaver-Turingmaschine (BBT) mit n Zusténden, wenn 3 = (S, {[}, {|, b}, &, 1, b) mit
S={1,23, ..,n}.
Hierfir gibt es folgenden Kurzbezechnung ,,BBT(n)".

b) Die Abbildung BB:IN- IN mit BB(n) = max{ anz() | B ist BBT(n) und  hélt an } heil3t Buss/-Beaver-
Funktion (BB).
anz(3) meint die Anzahl der Striche, die 3 auf das leee Band schreibt.

Beispiel einer BBT:

n=2:

o(sX)

S
1
1
2
2

— T — T|X

Man erkennt hier, da3 BB(2) > 4

Beschéftigt man sich weiter mit diesem Thema, so stellt man folgendes fest:
n 11 |2 13 |4 |5 |6
BB(N) [1 [4 |6 |13  [>4098 264 10®

Es gellt sich nundie Frage: ,, Wieviele BBT(n) gibt es?*

Betradhtet man die Regeln einer BBT, so erkennt man folgende Gesetzméaligkeiten:

erste Zeile: 1 b|2R
Haltezdle: s a|gH
restliche Zeilen: s a|saB
mit BO{L,R}, a,a O{|,b} und s,s{1,2,3,...n}
Folglich glt fur die Anzahl der BBT durch die Kombinationsméglichkeiten der Zustande:
BBT(n) = (n- 2- 2)**2 (2n-1) = (4n)**% (2n-1)
(4n)**? sind de Anzahl der Regelmdgli chkeiten der restlichen Zeilen. 2n Kombinationsmagli chkeiten bleiben fiir die
Restzustande, da aker bei der Startzeile kene Kombinationsmdgli chkeiten vorliegt (sieist bei allen BBT vorgegeben),

wird eins abgezogen.
Daraus resulti ert folgende Tabell e:
n 2 [3 |4 |5

192 [1245[117- 10°| 230 10°

Satz L ,BBOu-rek":

BB ist nicht partiell -rekursiv, aso nicht berechenbar.
(Anschaulich: BB wadhst schnell er als jede berechenbare Funktion)

Bewseis:

Angenommen BB waére berechenbar, dann gbt es zu jeder berechenbaren Funktion f ein nyIN, so dal? fir alle
n=n, gilt: BB(n) > f(n).
Wenn BB(n) berechenbar ist, dann gbt eseine TM T mit |"— [FE®.

Sei f eine beliebige berechenbare Funktion urd sei F(x) definiert durch:

F(x) = Z(f(i)+i2)

i=0
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Esist offensichtlich, daf beredchenbar ist, dal3 F berechenbar ist.
Sei nunt: eine TM, die F berechret, d.h. sie produziert angesetzt auf [* die Inschrift [‘b[™. 1 habe n Zustande.
Nun betrachte TM ', die mit x Zustanden zuerst [* auf das Band schreibt, und anschlief3end 1= zweimal hinter-
einander startet. Das Ergebnis auf dem Band ist nurt [‘b[ ®b[F¢.
T' hat x+2n Zusténde. T' ist eine BBT(x+2n) mit x+F(x)+F(x) Strichen.
e Alsogilt: BB(x+2n)=x+F(x)+F(F(x))
*  Desweiteren gbt es eine Konstanten ¢ & der fur all e x=c gilt: x2>x+2n.
AulBerdem ist offensichtlich: F(x)>x2.
Esqilt also ab x=c: F(x)>x+2n.
o Ferner gilt: F(X)>F(y) wenn x>y.
Esgilt also ab x=c: F(F(x))>F(x+2n).

Insgesamt folgt also ab x=>c: BB (x+2n)=x+F(x)+F(F(x))>F(F(x))>F(x+2n)>f(x+2n).

Ab dem Index c ist BB (as berechenbar angenommen) grof¥er as jede berechenbare Funktion f. Dieser Schluf3
ist falsch, also stimmt die Voraussetzung richt. Demnach kann BB nicht berechenbar sein. 0
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