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Skript zur Vorlesung am 30.6.2000

Theor etische Informatik |
Aus der vorherigen Vorlesung:

Satz W:

Sei X ein Alphabet. Zu jeder reguldren Sprache R 0 X gibt es eéin n O N, so dai fir ale

Worter z J R mit |z| =2 n gilt:

* Esgibt eine Zerlegung z = uvw mit u,vw [ X', vZeg, uv|<n,so daiRfiralei = 0gilt:
suvwiOR

Formali siert ausgedrickt (in der Form ,, CICTICTT*): _
OROReg ChON OzOR, |z] = n Cu,vwOX*(z = uvw O v # € Ofuv| < n (0i O No(uvw O R)))

Im Klartext heil®t das. In jeder reguldaren Sprache kann jedes Wort, welches eine gewisse
Wortlénge n Ubkerschreitet, so in drei Tellworter zerlegt werden, dald3 das mittlere Teilwort
(welches nicht das leee Wort sein darf) beliebig vervielfadht oder auch weggelassen werden
kann, ohre dal3 das gesamte Wort aus der Spradhe herausféllt. Dieser Satz ist bekannt al's das
Pumping Lemma. Das Vervielfadhen bezeichnet man auch als Pumpen.

Die Ideedes Pumping Lemmas beruht darauf, dal3

1. endiiche Akzeptoren, um unbeschrankte Worter erkennen zu konren, in Zyklen laufen
mussen, und @3

2. die enzige M&glichkeit, um unendiche Spradhen zu korstruieren, de Sternbildurg ist,
weshalb sehr lange Worter viele Wiederholungen ein- und desselben Tell worts enthalten.

Vorlesung vom 30.06.2000

Beweis des Pumping Lemmas (PL):

Sei R eineregulére Sprade.

Zu R gibt es einen endlichen deterministischen Akzeptor A = (X,S,6,5,F) mit L(A) =R.
Wir wéhlen nun ni=|S]. Es & z O R mit |z| = n.

Dann gibt es mindestens einen Zustand, der bei Eingabe von z zaweimal durchlaufen wird.

Z=X1. X, r2n,x OXfori=1,.r
Xk

Xk+1
o =((0)




Fir das er ste Auftreten eines Zustands § = s gilt:

U= X1...Xj, VI= Xje1.. Xk 2E

luv| = [X1... Xk| < n, well esjaum das er ste Auftreten geht
W 1= Xice1.. Xy

Wie man sieht, landet der Akzeptor im Zustand s, wenn er die TellwOrter u oder uv
eingelesen hat (im Falle uv het er den Zyklus bereits einmal durchlaufen). Er landet auch in
diesem Zustand, wenn er die Teilworter uv (i =0) eingelesen hat, denn in desem Fall
durchl&uft er den Zyklusi Mal.

Offenbar gilt also: _

3 (So,u) = d (So,uv) =d (Sp,uv), i =0

Das Teilwort w liest der Akzeptor also beginnend mit dem Zustand 5 = s¢ ein, egal ob v
einmal, keinmal oder mehrmals im gesamten Wort enthalten ist. Damit gilt:

3 (so,uww) =8 (sp,uvw) =sOF

O uwwwiR,i=0

Zu beachten: Das PL ist keine Aquivalenz, sondern eine Implikation
L regulér O L erfdillt das PL

Das Pumping Lemma wird oft benutzt, um zu beweisen, dal3 Sprachen nicht regulér sind,
weil sie das PL nicht erflllen. Das funktioniert aber nicht immer, denn es gibt auch
nichtregulére Spradhen, de das PL erflllen.

Beispiel: L ={c"d""|m,n= 0} O {ab}’
Es ist klar, dal3 Worter aus {ab} das PL erflllen. Deshalb betraciten wir dieWorter der
anderen Menge. Dort existieren mehrere Pumpvarianten fur die Wortzerlegung z = uvw:

v=c O duch Pumpen von vlianden wir in L oder

v =4db'0 durch Pumpen von vlanden wir in L

Beispiele fir den Beweis der Nichtregularitét durch das PL:

1. L ={a""|n = 0} ist nicht regul&r. Der Beweis erfolgte in der letzten Vorlesung.

2. L ={0P|pist Primzahl}ist nicht regulér.
Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, L wére reguldr. Dann erflllt L auch das
PL. Wir wahlen nunn wieim Satz W. Sei r eine Primzahl r >0. Sei z=0" 0 L, dann
gibt es eine Zerlegung z = uvw mit juv] < n, u=0°% v=0', t z 0.
Mit 0" ist auch 0** O L fir alei = 0. Folglich sind alle Zahlen r+it Primzahlen. Nach
spatestens t Zahlen kommt also stets eine Primzahl. Setzen wir i =r, dannist r+rt eine
Primzahl. Dann ist aso auch r(1+t) eine Primzahl, andererseits snd aber r und t+1
Faktoren von r(1+t). Dies ist ein Widerspruch zur Primzahldefinition. L kann also
nicht regulér sein, weil das Pumping Lemma nicht erfallt wird.

3. L ={0™|m ist Quadratzahl}ist nicht regulér.
Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, L wére reguldr. Dann gibt esein nel N,
S0 dai sich jedes Wort z der Form 0™,m = n, m Quadratzahl, zerlegen &%t in z = uvw
mit den Eigenschaften desPL: v # €, Juv|< n, uvw O L, i = 0.
Wir wéhlen jetzt speziell z=0" und tetrachten de zugehérige Zerlegung z = uww.
Dannist off enbar aufgrund der Bedingungen des Pumping Lemmal < [v| < |uv| < n.
Ferner gilt firi=2: uvav L.
Andererseits: n2=|z| = uvw| < [uvAav| < N2+ n<n2+ 2n+ 1= (n+1)?



uwvww

luvav| anschauli ch: W

n2 n

Wichtig ist hierbei: n2< [uvawv| < (n+1)?2

Das bedeutet, dal3 Juvan| zwischen zwei Quadratzahlen liegt. Somit ist uvav [ L.
Daraus folgt, dal3 das Pumping Lemma von L nicht erflllt wird. Daher ist L nicht

regul&r.

4.7 Requldre Grammatiken

Die bisher in den Vorlesungen benannten Konzepte im Bereich der Sprachentheorie sind fir

verschi

edene Zwedke zu verwenden.

Prozefd des Erkennens von Spradchen -

- Charakterisierungen von Spradchen -

Beschreibungen von Spradien -

- neu: Erzeugungsprozesevon Sprachen -

Automaten

PL, Abschlul¥eigenschaften, algebraische
Beschreitbungen

regulére Ausdriicke

Grammatiken

Die Erzeugung von Sétzen/Wortern einer Sprache efolgt durch das Ersetzen von Symbolen.
Welche Symboe wie easetzt werden dirfen, bestimmen de Ableitungss oder auch

Produkionsregeln:

<Satz> - <Subjekt> <Pr&dikat> <Objekt>

<Subjekt> - Hund <Prédikat> - beil3t <Objekt> - Katze
<Subjekt> - Katze <Pradikat> - jagt <Objekt> - Maus

<.>
<Satz>

Nichtterminalsymbole
Startsymbal

Hund,Katze, jagt,... Terminalsymbole

Abletungsprozef3:
<Satz> - <Subjekt> <Prédikat> <Objekt> - Katze <Pradikat> <Objekt>
- Katze beildt <Objekt> — Katze beildt Maus

Dieses Beispidl fuhrt uns zu einer formalen Definition vonGrammatiken.

Definition X:
1) Eine Grammatik G beschreibt man duch ein 4Tupel G=(N, T, P, 0), wobei gilt:
-N nichtleae, endiche Menge von Nichtterminalsymbolen
-T nichtleae, endliche Menge von Terminalsymbalen
-NnT=0
-oN Startsymbal

-PO{(a,B)| o, O (N O T)} endiche Menge von Produkionsregeln
Bemerkung: Statt (a,B) schreiben wir auch o [IT - 3 oder nur o 0 - 3, wenn cer

Bezug klar ist.



2) Seien vw O (N O T) . vist ableitbar ausw (in Zeichen: w [T, - Pv beziehungsweise

w - v oder w - v), wennes Worter

Vi,eeo Vi Uty U Z25eee Zko 01, oo Oty B PBia O (N O T) gibt, so daR gilt:
Vi=W, W\ =V, V = UdZ, Vi+1= UiBiZi fori = 1,...,K1 und(ai, |3|) OPfori= 1,...,K1

Die Ableitungsfolge sieht dann etwa so aus:
W= ua1Z; — U1B121 = W0z — U2[3222 - .- V

Prinzipiell heil3 das also, dal3 ein Wort v aus einem Wort w ableitbar ist, wenn es
unter Ausnutzung der Ableitungsregeln moglich ist, die Symbole in w so zu ersetzen,
dal3 am Ende v herauskommt

3) Dievon G erzeugte Spradcheist definiert durch L(G) :{w DT*| o[l -" w}

Beispiele von all gemeinen Grammatiken ohre Einschrankungen:
1. L= {a“b”| n No}

Gl = (Nl, Tl, Pl, 0'1) mit

Ti={ab} Ni={oi} Pi={01- aoib,0; - €}

Ableitungsfolge:
01 - aO']_b — awlbb - > an01bn — anbn

2. korrekte Klammerung vonbegi n end
Gz = (Nz, Tz, Pz, 0'2) mit
To={begin,end} Ny={03} P, ={0, - begi n 02end Oy, 02 - €}

Ableitungsfolge:

O2 — begin 0oend 02 — begi n 0oend — begi n begi n O2end Ozend

— begin begin end 02end — begin begin end begi n Oz2end O2end

— begin begin end beginO2end end - begin begin end begin end end

begi n
begi n
end
begi n
end

end

L(Gy) ist Gbrigens nicht regulér.

Die Typisierung von Grammatiken und ar Bezug zu speziellen Sprachklassen erfolgt tGber
die Einschrénkung der Form von Produktionen. Das fuhrt uns zur

Definition Y:

Eine Grammatik G = (N, T, P, 0) heil% redhtslineae Grammatik, wenn gilt:
Fir ale (a,B)0 Pgilt: a ONundB O T oder B=p'Bmitp' 0 T,BON
(Es qilt also, 3 wéahrend der Ableitung in den enzelnen Schritten nu
Nichtterminalsymbole auftreten oder die Nichtterminalsymbole redits von
Terminalsymboen stehen. Neue Terminasymboe kdnren also nu redits an de
anderen Terminalsymbole angehangt werden.)



Anaog definiert man de Linkslineaitét einer Grammetik G = (N, T, P, 0):
Fir ale (o,B)0Pgilt: a ONundB O T oder =Bp' mitp' 0 T,BON

Beispiel einer rechtslinearen Grammatik: L = {a} "« {b}"
SeiG=(N,T,P,o)mtN={o,0}, T={ab}, P={0 - a,0- 0,0 - bo',o - g,
L(G) =L

Satz Z:
Sei X ein Alphabet. Zu jeder reguldren Sprache L O X gibt es eine rechtslineae Grammatik
G mit L = L(G) und umgekehrt.
Beweis:
,0“ SeiLOX regular. Danngibt es einen endlichen deterministischen Akzeptor
A =(X,5,0,%,F) mit L = L(A).
Idee Konstruiere @ne Grammatik aus der Zustandsiibergangsfunktion o
SeiN:=S5T:=X,0=%
P:={s - xs|0ss OS, x0X:d(x)=s}d{s- ¢|sUIF}

Zu zeigenist jetzt: L(G) =L

SeiwOL(G),w=Xp..X, X OX,i=1...K

O 5o ML -PW O 55 = X;8; = X;X,8; = oo = Xpn X, S = Xp.0 X
O 00 0{0,...,k-1}: &(s,Xi+1) =S+ unds O F

O & (sow)=scOF

O wOL(A) =L

O L(G)=L

," DieseBewesrichtung wird in der nachsten Vorlesung verfolgt



