Theoretische Informatik 1 Effizienz von Algorithmen Sdte21

low[v] = min({d[v]} O {d[w] | esgibt Nachfolger u von v (einschlief3lich v), so dass (u, w)
Rickwartskante ist})

8.8. Algorithmus (Berechnung des low-array)

In DFS(G) wird DFS-visit(u) nur einmal aufgerufen. DFS-visit(u) wird in folgender Weise modifi-
Ziert:

Prozedur M od-DFA-visit(u)

color[u] := grau
du] :=time
low[u] :=time ; Initialisierung von low[u] auf d[u]
time:=time+ 1
for each v [ Adj[u] do
if color[v] = weil3
thenqu] :=u
Mod-DFS-visit(v)
low[u] := min(low[u], low[V])
10.  if color[v] = grau and T{u] #Vv ; Test auf Rickwartskante
11. then low[u] := min(low[u], d[Vv])
12. color[u] := schwarz
13. f[u] :=time
14. time:=time+1

©WO NG A~WDNE

Die Laufzeit des Algorithmusist O(|V| + |E]).
8.9. Algorithmus (Bestimmung der Artikulationspunkte)

Prozedur Artikulationspunkte
1. Berechne daslow-array fir den Graphen G nach Algorithmus 8.8.
2. TesteinG, = (V, E,) die Bedingungen (a) und (b):
(@) DieWurzel des Baumsist Artikulationspunkt = die Wurzel hat mindestens zwei Shne
(b) Ein Nichtwurzelknoten ist Artikulationspunkt « es gibt in G, einen Sohn v von u, so dass
low[v] = d[u].
Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus Lemma 8.6.

8.10. Beispiel (Bestimmung von zweifachen Zusammenhangskomponenten)

Betrachte den Graphen von Abbildung 8.2. Der Graph hat drei zweifache Zusammenhangs-
komponenten. Offensichtlichist C ein Artikulationspunki.
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Abbildung 8.2

8.11. Algorithmus (DFS-visit-stack)

Der Algorithmus stellt eine Modifikation von DFS-visit dar, bel der die betrachteten Kanten in einem
Stack verwaltet werden. Er wird nur im Zusammenhang mit dem Algorithmus zur Bestimmung des
low-Array beniitzt (siehe 8.12).

Prozedur DFS-visit-stack(u)

1. color[u] :=grau

2. du] :=time

3. time:=time+1

4. for eachv O Adj[u]

5a do speichere (u, v) auf Stack, falls sie noch nicht dort ist

5.b if color[v] = weil3

6. thenT{v] :=u

7. DFS-visit-stack(V)

8.a if low[v] = d[u]

8.b then gib Stack bis einschliefilich (u, v) as eine zweifache Zusammenhangs-
komponente aus

8.c if low[v] =d[v]

8.d then gib Kellerspitze mit (u, v) as eine zweifache Zusammenhangskomponente

aus

9. color[u] := schwarz

10. f[u] :=time

11. time:=time+1
8.12. Algorithmus (Zweifache Zusammenhangskomponenten)

Prozedur Zweifache-Zusammenhangskomponenten
1. Fuhre Prozedur Mod-DFA-visit(u) (Berechnung des low-Array) durch.
2. Fihre Prozedur DFS-visit-stack(u) in derselben Durchlaufreihenfolge wie in 1. durch.

8.13. Satz (Korrektheit von Zweifache-Zusammenhangskomponenten)

Die Prozedur Zweifache-Zusammenhangskomponenten ist korrekt.
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9. Kirzeste Wege I: Floyd-Warshall-Algorithmus
9.1. Definition (Gewichteter, gerichteter Graph)

(@ Se G=(V, E) en gerichteter Graph, d.h. E 0 V x V, und eine Kante (v, w) [ E sieht wie in
Abbildung 9.1 dargestellt aus. Esist aso (v, w) # (w, v). Ist (v, w) O E, dannist v # w, d.h. es

gibt keine Schleifen.
u(O—>)v

Abbildung 9.1
Eine Funktion d: E - IR heil®t Gewichtsfunktion.

(b) EinWeg in G ist eine Folge (v,, Vs, ..., V,)) von Knoten, wobei fur allei mit 1 <i < n-1 gilt: (v;,
Vi+1) 0 E.

Die Lange eines Weges ist definiert durch
n-1
Lg(Vy,VyseenVy) = Zd(vi Visg)

Ein Kreisist ein Weg mit v, = v;. Ein einfacher Kreisist ein Kreismit v, # v, fur alei, j U {1,

.., N}.
(c) DieDistanz zweier Knotenv, w [1V ist definiert durch:
Dist(v, w) = min{Lg(W) | Wist ein Weg von v nach w}
9.2. Algorithmus (Floyd-Warshall-Algorithmus)

Der Algorithmus bestimmt einen kiirzesten Weg von jedem Knoten u zu jedem Knoten v. Er wurde
von Floyd 1962 publiziert.

Prozedur K lrzeste-Wege

Eingabe: G = (V, E) mit der Knotennummerierung V ={1, ..., [V[} und der Gewichtsfunktion d: E
- IR. G besitze keine Kreise negativer Lénge.
Ausgabe: A[1..|V|, 1..|V]], mit A[i, j] = Lange eines kirzesten Weges von i nach j.

1. foreach(i,j) OEdoAlij] :=di,]]

2. foreach(i,j)) OE,i#j,doA[i,j] =
3. foreachidoAJi,i]:=0

4, fork=1to|V|do

5. fori=1to|V|do

6 forj=1to|V|do

7 if A[i, K] + A[k, j] <A[i, j]

8 then A[i, j] := A[i, k] + A[k, |]

Die Laufzeit des Algorithmusist O(|V ).
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9.3. Satz (Korrektheit des Floyd-Warshall-Algorithmus)

Der Foyd-Warshall-Algorithmus ermittelt die kirzesten Wege in einem gerichteten, gewichteten
Graphen G.

10. Kurzeste Wege Il: Dijkstras Algorithmus (Dijkstra 1959)
10.1. Algorithmus (Dijkstra-Algorithmus)

Prozedur K lrzeste-Wege

Eingabe: Ein gewichteter Graph G = (V, E) in Adjazenzlistendarstellung mit Gewichten d[i, j] = 0
fur ale (i, j)0 E. Die Gewichte sind bei den Kanten (i, j) gespeichert.

Ausgabe: D =D[1..|V[] mit D[i] = Dist(1, i) fur allei O V.

1. S:={1} ; Sist die Menge der Knoten, zu denen ein kirzester Weg gefunden worden ist

2. D[1]:=0

3. fori=2tondoD[i] := 0

4. for eachi O Adj[1] do D[i] :=d[1, 1]

5. fori=1lton-1

6

wéhle Knotenw OV — S, so dass D[w] minimal ist ; am Anfang wird die kiirzeste
Kante gewahit
7.  S:=SUO{w}
8. foreachv U (Adj[w] n V-9) ; eswerden nur Knoten nicht in S betrachtet
0. do D[v] := min{ D[v], D[w] + d[w, v]} ; prufe, ob es Uiber w einen kirzeren Weg gibt

10.2. Satz (Korrektheit des Dijkstra-Algorithmus)
Am Ende von Dijkstras Algorithmusiist D[u] = Dist(1, u) fur alleu O V.
10.3. Definition (Datenstrukturen fir Mengen)

(@) Darstellung einer Menge M als Boolesches Array:

array M[1..|V|] of boolean
M[i] =true = iOM

Operationen auf M:

Inserty (i) EinfUgen: O(1)
Findw(i) Suchen: O(1)
Deletev(i) Loschen: O(1)

(b) Die Elemente in M sind durch eine Funktion, gegeben durch das Array D, angeordnet. Dann
konnen die folgenden Operationen definiert werden:

Miny Minimum (beztglich D) finden: O(n)
Delete-Miny Minimum ldschen: O(1)

10.4. Folgerung

Stellt man in Dijkstras Algorithmus die Menge V — S durch direkte Adressen dar, d.h.
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V - S=V-1..|V|] of boolean
dann hat der Algorithmus eine Laufzeit von O(n?).
10.5. Definition (Datenstruktur Heap)

Ein Heap ist ein ,fast vollstdndiger® bindrer Baum, dessen Knoten mit Funktionswerten versehen
sind. Die Knoten sind so angeordnet, dass die Funktionswerte von den Bl&ttern zu der Wurzel immer
kleiner werden. Genauer formuliert: Fir alle Knoten u, v eines Heap gilt: Ist u Vorganger von v,
dann ist Wert(u) < Wert(v).

Beigpiel

Der in Abbildung 10.1 dargestellte Baum ist ein Heap. Die Werte der Knoten seien durch einen
Array D gegeben. Die Beschriftung des Knotensi hat die Form i/D[i].

AL

Abbildung 10.1

Operationen auf einem Heap:
(@ Minimum finden: Zeit O(1)
(b) Minimum I&schen:

1. Entferne letztes Blatt.
2. Uberschreibe die Wurzel mit dem letzten Blatt
3. Lasse die neue Wurzel an dierichtige Stelle , sickern®.

Setzt man fur einen Vertauschungsschritt den Zeitbedarf O(1) an, so ist die Gesamtzeit fir die
Operation Minimum I8schen O(log n), wobei n die Zahl der Elemente im Heap ist.
(c) Element einfiigen

1. Setze das neue Element auf das néchste freie Blatt.
2. Lasse das neue Element im Baum aufsteigen bis die Heap-Eigenschaft wieder hergestellt ist.
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10.6. Beispiel (Datenstruktur Heap)

Die Verwendung eines Heap zur Darstellung der Menge V — S wird am Beispiel des Graphen von
Abbildung 10.2 dargestellt.

Abbildung 10.2

Zu Beginn des Algorithmus von Dijkstraist S= {1}, V - S={2, 3, 4, 5}, D[2] = 10, D[3] = oo,
D[4] = 30, D[5] = 100. Es gibt zwei aternative Darstellungen der Menge V — S als Heap.

Im néchsten Schritt ist S={1, 2}, V - S={3, 4, 5}, D[3] = 60, D[4] = 30, D[5] = 100. Bezogen
auf den Heap muss also die Operation Minimum |dschen durchgefiihrt werden.
(d) Operation Decrease(x, k):

1. Finde Element x im Heap Uber direkte Adressen

2. Erniedrige Wert von x auf k

3. Lasse das Element im Heap aufsteigen, falls die Heap-Eigenschaft verletzt ist. Modifiziere
dabel das Adressen-Array in entsprechender Weise.

Der Zeitbedarf fUr Decrease(x, K) ist O(log n), falls eine Vertauschung in Zeit O(1) durchfthrbar ist.
nist die Grol3e des Heap.

10.7. Implementierung (Datenstruktur Heap)

Ein Heap wird durch die Arrays A[1..n], A'[1..n] und D[1..n] und eine Variable heapsize imple-
mentiert. In A werden die Elemente des Heap gespeichert, in A* ihre Adressen und in D die Funk-
tionswerte. heapsize gibt die aktuelle Grél3e des Heap an, d.h. die Anzahl der enthaltenen Elemente.
Abbildung 10.3 illustriert die Implementierung an einem Beispielheap.

Auf- und Absteigen im Baum auf der Basis der Array-Darstellung.

Fur den Knoten i werden die Operationen Vater(i), Linker-Sohn(i), Rechter-Sohn(i), Sicker(i) und
Steig(i) definiert.

Vater(i) = A[[A'[i]/20. Zeitbedarf: O(1).

Linker-Sohn(i) = 2[A‘[i]

Rechter-Sohn(i) = 2[A'[i] + 1

Sicker(i)
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@ Tiefe 0: A[1] =5, D[5] = 10

@ @ Tiefe1: A[2] =1, A[3] =3

@ @ Tiefe2: A[4] =2, A[5] = 4, A[6] =5

TiefeO Tiefel Tiefe2

A 511132 4|6
A1
A d | ] o | o

1 2 3 4 5 6

D 20 (40|30 (50| 10 | 60

Abbildung 10.3

1 j:=0

2. if D[A[i]] > min{ D[A[2i]], D[A[2i+1]]}
3. then k:=Index von min{ D[A[2i]], D[A[2i+1]]}
4, Vertausche A[i] und A[K]

5. A'[ALK]] =k

6 A[AfI]] =i

7 return k

Der Zeitbedarf fur Sicker(i) ist O(1), da der Algorithmus keine Schleife enthdlt. Ist k # 0, dann ist k
der neue Index des alten A[i].

Steig(i)

1. j:=0
2. if D[A[i]] < D[A[Vater(i)]]

3. then j:=Vater(i)

4. Vertausche A[i] und A[Vater(i)]
5 Passe A' an

6 return j

Der Zeitbedarf fur Steig(i) ist O(1), dader Algorithmus keine Schleife enthélt.
10.8. Algorithmus (Dijkstra-Algorithmus mit Heap)
Sei A = A[1..n] ein Heap. Zur Bearbeitung eines Heap werden folgende Operationen bendtigt:

Mina (Minimum finden) Zeitbedarf: O(1)
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Deletemin, (Minimum l6schen) Zeitbedarf: O(log n)
Inserta(X) (Einfligen von x) Zeitbedarf: O(log n)
Decreasea(X, k) (Vermindern von x auf den Wert k)  Zeitbedarf: O(log n)

Im Dijkstra-Algorithmus mit Heap wird die Menge V — {s} (im Folgenden geschrieben: V-S) als
Heap dargestellt. Die Werte der Elemente des Heap sind durch das Array D[1..|V]] gegeben. Es
werden folgende Arrays benttigt:

D =D[1.|V] - Werte

(V-9)' =(V-S)[1..V]] - direkte Adressen

S=Y[1..|V|] array of boolean

1. S:={1} ; eigentlich Initialiserung des Arrays S
2. D[1]:=0

3. fori=2tondoD[i] := 0

4. for eachi 00 Adj[1] do D[i] :=d[1, i]

5. Initialisere V-S mit den Elementen 2, ..., |V| ds Heap beziglich der Wertein D

6. Setze (V-9)

7. fori=1ton-1do

8. w:=Minys ; in jedem Durchlauf wird ein Element entfernt
9. S:=S0O{w} ; Andern des Array S

10. Deeteminy s ; mit Anpassen von (V-5)*

11. for eachv OO Adj[w] mit S[v] =0 ;v S

12. do DJv] := min{D[v], D[w] + d[w, V]}

13. Decrease, s (w, D[Vv]) ; mit Anpassen von (V-5)*

10.9. Satz (Zeitbedarf des Dijkstra-Algorithmus mit Heap)

Der Dijkstra-Algorithmus mit Heap benttigt bei Eingabe von G = (V, E) die Zeit O(|E|lbg |V]), falls
IE| = V]

11. Minimale Spannbaume: Kruskals Algorithmus

11.1. Definition (Minimaler Spannbaum)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph.

(@ EinTelgraphH = (V, F) ist ein Spannbaum von G genau dann, wenn gilt:

() H=(V,F) igt zusammenhéngend.
(i) FuraleedFistH - {e} = (V, F-{e}) nicht mehr zusammenh&ngend.

(b) Istc: E - IR ene Kostenfunktion, dannist H = (V, F) en minimaler Spannbaum genau dann,
wenn gilt:
(i) H ist ein Spannbaum
(i) Kosten(H) = ; c(e) < Kosten(K) fir alle Spannbéaume K.
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11.2. Algorithmus (Minimaler Spannbaum, Kruskal 1956)

Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V, E), V = {vy, ..., v}, mit Kostenfunktion c.
Ausgabe: T — die Menge der kanten eines minimalen Spannbaums von G.

1. T:=0

2. Kanten in priority queue H nach den Kosten eintragen

3. P:={{vi}, ..., {vn}}

4. while|P|>1do ; lauft so lange P # {{v1}, ..., {Vn}}, maximal |E| mal,
mindestens (V| — 1) mal
5 (v,w):=Miny ; eswird getestet, ob v und w in verschiedenen Mengen

von P vorkommen
Deleteminyg
fUWOPadUzWandvOUandw OW
thenP:=(P-{U,W}) O {U O W}
T:=TO{(v,w)}

© 0o N

11.3. Definition (Aufspannender Wald)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein aufspannender Wald von G ist eine Menge von Baumen
(d.h. kreisfreien zusammenhéangenden Graphen)

S/V: {(V11 Tl) 1 (V21 T2)1 bR} (Vm1 Tm)}
mit folgenden Eigenschaften:

e ViOVifurdlei=1,.., m

« Vigv;=0Ofuradlei#j

. LmJ\/i =V ,d.h. {Vy, ..., Vq} ist Patition von V

. 'FilD E, genauer: T; O {(v,w) | v, w OO Vi}. T; = [0 ist moglich, dann ist aber Vi = {v}.
11.4. Satz (Minimaler Spannbaum)

Sei G = (V, E) ein zusammenhangender Graph mit Kostenfunktion c: E — IR. Sai SW = {(V4, T1),
k

v (Vi, TW} ein aufspannender Wald von G mit k > 1. Sei T = JT, und e ={v, w} eine Kante von
i=1

minimalen Kosten, mit e J E - T und v O V;, w O V; fur i # j. Dann gibt es einen Spannbaum SB

von G, der T [J { e} als Tellmenge seiner Kanten enthdlt, so dass gilt:

C(SB) = min{c(SB') | B' ist Spannbaum, dessen Kanten eine Obermenge von T bilden}
11.5. Satz (Korrektheit des Kruskal-Algorithmus)
Der Algorithmus von Kruskal zur Ermittlung minimaler Spannbaume ist korrekt.

Laufzeit desKruskal-Algorithmus

1. T:=0 0(2)
2. Kanten in priority queue H nach den Kosten eintragen O(|E|) (Heap-Aufbau in Linearzeit)
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3. P:={{vi}, ..., {vn}} O(IV))

4. while|P|> 1 do O(V)
AL [ O(ElbgE)

7 fuUwiOPadUzWandvOUandw OW ?

8. thenP:=(P—{U,W}) 0 {UOW ?

9 T:=TO{(v,w)} O(|V|) insgesamt

Der gesamte Zeitbedarf ergibt sich folgendermal3en:

O(|E|TbglEl)
+  2|E| mal feststellen, in welcher Menge der Partition ein Knoten liegt
+ (]V| - 1) mal zwei Mengen der Partition vereinigen.

Darstellung von P als Array
Die Partition P={Vy, ..., Vi} vonV wird als Array P = P[1..n] mit n = |V| definiert durch

PlvV] =i = vV

Operationen auf P:

Finde(v): return P[v] ; P[v] ist die Bezeichnung der Menge, in der v liegt
Zeitbedarf: O(1)
Uniong(i, j): forv=1tondo ; 1, ] sind Bezeichnungen von Mengen

if P[v] =i then P[v] :=j
Zeitbedarf: O(n)

Mit der Datenstruktur Array fur die Partition P hat der Kruskal-Algorithmus die Laufzeit

O(|E|IoglE]) ; |E| mal Minimum ldschen
+  O(|E]) ; < 2|E| mal Find(v) ausfihren
+  O(VP) ; (IV]I = 1) ma Union(i, j) ausfiihren

aso insgesamt O(|E|Tbg|E| + V).

Darstellung von P als M enge von Baumen

Sei P={{1, 2, 3, 4}, {5, 6}}. Dann gibt es im Prinzip die beiden in Abbildung 11.1 dargestellten
Moglichkeiten, die Mengen in P als Baume zu reprasentieren.

1. Méglichkeit 2. Moglichkeit
© ® ©®
© © @

@
®
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Abbildung 11.1
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