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Die Operationen Finde und Unionp sind dann folgendermal3en definiert:

Findp(Vv): 1. Finde den Knoten v in den Baumen.
2. Gehevon v aus bis zur Wurzel hoch.
3. Gib den Namen an der Wurzel aus.

Uniong(i, j): 1. Suche Elementei, | ; 1, ] sind Baume mit @ und @ asWurzeln
2. Hénge@ unter @

Die Baume werden durch ein einziges Array P = P[1..|V[] représentiert. Die Eintrdge in P sind
definiert durch:

P[v] = Vater vonv

Die Operationen sind wie folgt definiert:

Findp(Vv): while P[v] #v dov := P[V]
return v

Zeitbedarf: O(|V]) im worst case
Uniong(i, j):  P[i] :=]

Zeitbedarf: O(2)
11.6. Algorithmus (Heuristik Union-by-size)
Prozedur Union-by-size(i, j)
1. if i< |

2. then o
0

3. else

11.7. Satz (Baumtiefe mit Union-by-size)

Fur allem [0 IN und Folgen b = by, ..., by, der Durchfiihrung von Union(i, j) und Find(i), die mit

Union-by-size auf die Anfangselemente @ @ U angewendet
werden, gilt: Fir ale nach b entstandenen Baume T ist

Tiefe(T) <logx(|T|) oder |T| =2"€eD

wobei [T| die Anzahl der Knoten in T ist und Tiefe(@) =0, Tiefe(i) =1, Tiefe( ) =2
usw.
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11.8. Satz (Zeitbedarf des Kruskal-Algorithmus)

(@ Kruskals Algorithmus mit Union-by-size und ungeordneten Kanten bendtigt die Zeit
O(|E|ToglE])-

(b) Kruskals Algorithmus mit Union-by-size und sortierten Kanten benétigt die Zeit O(|E|Tbg|E]).
11.9. Algorithmus (Wegkompression)

Prozedur Find(v)

Lege v auf einen Stack
while P[v] # v do

vV :=P[v]

Lege v auf den Stack
return v
for each w auf dem Stack

Plw] :=v

Die Laufzeit dieser version von Find ist O(Tiefe des Baums, der v enthdlt), aso O(log|V|) bel
Verwendung von Union-by-size und O(|V|) bel Verwendung von Union.

NogkrwdNE

12. Sortieren
12.1. Beispiel

Betrachte den folgenden Sortieral gorithmus, genannt selection sort:

Sei A ein Array, der n Zahlen enthdlt und B ein zweites Array der Lange n. Fihre folgende Schritte
aus:

1. Suche das grofite Element und trage es an die letzte Stelle von B ein.
2. Suche das zweitgrofdte Element und trage es an die zweitletzte Stelle von B ein.

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist O(n?), denn fiir jedes Element miissen maximal n Suchschritte
durchgeftihrt werden.

12.2. Satz (Tiefe von Entscheldungsbaumen)

Jeder Entscheidungsbaum T, der n verschiedene Elemente richtig sortiert, hat die Tiefe
Tiefe(T) = Q(nfdg n)

12.3. Beispiel

Ein anderer Sortieralgorithmus.

1 i:=1

2. t:=true

3. whilei<n-1do

4. if A[i] > A[i+1] thent :=false ; t = false genau dann, wenn A nicht sortiert
5 i=i+1
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6. if A =true thenreturn A
7. else sortiere A mit selection sort

12.4. Algorithmus (Counting Sort)

Prozedur Counting Sort(A, B, k)

fori=1tok ; die zu sortierenden Elemente sind aus{ 1, ..., k}
doC[i] :=0
for j = 1to length(A)
do C[A[j]] := C[A[j]] +1
fori=2tok
do C[i] :=CJi] + C[i-1]
for j = length(A) downto 1
do B[C[A[j]]] := A[]]
CIA[Il :==C[A[ll -1

CoNoor~WNE

Der Zeitbedarf fur den Algorithmus Counting Sort wird wie folgt bestimmt: Sei n = length(A).

1.+2: OKk)
3.+4.: O(n)
5.+6.. O(k)
7.-9.. O(n)

also insgesamt O(n + k). Ist k = O(n), dann erh&lt man als Zeitbedarf O(n).

12.5. Algorithmus (Radix Sort)

Eingabe: Ein Array A von zu sortierenden Elementen und die Stellenanzahl d.
Ausgabe: Das sortierte Array A.
1. fori=1tod

2. dosortiere A auf Stellei mit einem stabilen Sortieralgorithmus

13. Auswahl
13.1. Lemma

Sel A = A[1..n] ein Array von vergleichbaren Elementen. Sei V(n) die Anzahl der Vergleiche um
im worst case das Maximum von A zu ermitteln. Dannist V(n) =n— 1.

13.2. Satz
Sel V(n) die Anzahl der Vergleiche, die nétig sind, um im worst case das Maximum und das
Minimum von n Zahlen zu bestimmen. Dann gilt:
V(n)=3n-2
13.3. Algorithmus (Simons Select)

Prozedur SimSelect(A, 1)
Eingabe: A = A[l..n],i<n.
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Ausgabe: Dasi-kleinste Element von A.

Unterteile A in Gruppen der Grof3e 5.
Bestimme in jeder der { Finfergruppen das mittlere Element (Median), z.B. durch Sortieren.
ifn>5
then Ubertrage die Medianein ein Array B = B[1.. £].
X := SimSelect(B, ) ; Bestimme den Median der Mediane
else x ;= Medianvon A
Ordne A so um, dass es die Form A*, x, A“ hat, wobei A* = A[1], ..., A[g—1] und A[i] < x fir
dlei=1,..,g-1und A* = A[g+1], ..., A[n] und A[j] > x fur allej = g+1, ..., n.
if i = qthenreturn x
eseif i<qg thenreturn SimSelect(A*, i)
10. else return SimSelect(A“, i—q)

N o~ DNRE

© ©

13.4. Satz (Laufzeit von SimSelect)

Die Prozedur SimSelect hat die Laufzeit O(n), wobei n die Anzahl der Elemente ist.

14. Divide-and-Conquer I: Multiplikation grof3er Zahlen
14.1. Algorithmen (Multiplikation in O(n?))

(@ Schulmethode
(al...an) IIblbn)

(aq...an) Dy O(n)
(8y...an) D2 O(n)
(29...a0) B3 O(n) gleiche Konstanten n(n) = O(n) fiir Multiplikationen

(@..a)b,  O(n)
O(n)O(n) ..... O(n)

. J
'

O(n?) firr Addition

Die gesamte Laufzeit ist also O(n?).
(b) Multiplikation mit Divide-and-Conquer.

Sei n eine Zweierpotenz. Zerlegedie Zahl g...a,ind = a,..a, unda* = a,,...a, und die Zahl
by..bpinb" = b..b, und b* = b, ..b, . Allevier Teilstlicke haben 5 Stellen. Handelt es sich
um Zahlen zur Basis 10, dann ist

a,..a, = a0’ +a" und b..b, =bT0? + b
Damit folgt: alb= (a’EILO% + a"Xb’EILOg + b")= a'brl0" +a’b'10® +a"'bro? +a"b".

Mit den Produkten a [0‘,a' [0 ,a‘[B* und a*[B" fahrt man in analoger Weise fort.
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Prozedur Mult(X, Y, n)
X und Y sind Zahlen zur Basis 2, 0< X, Y < 2", nist eine Zweierpotenz.

l.a if n=1then

1.b ifX=1landY =1 thenreturnl
l.c elsereturn 0
2a A':=Bitl,..,Bit{ vonA

2b A" :=Bit(§+1),..,Bitn von A
3a B‘:=Bitl, .. BitJ vonB

3b B":=Bit(3+1),..,Bitn vonB
4. ml:=Mult(A', B, 3 Divide

5. m2:=Mult(A*, B*,2)
6. m3:=Mult(A*, B*,2)
7.  m4:=Mult(A", B, 1)
n n v

8.  return (rnlD?” +m2[22 + m3[2? + m4)

— _/

'
Conquer

14.2. Satz (Laufzeit der Divide-and-Conquer-Multiplikation)
Die Laufzeit der Prozedur Mult(X, Y, n) ist O(n?).
14.3. Satz (Laufzeit der Divide-and-Conquer-Multiplikation bel Dreifachunterteilung)

It T()=d
T(n) = 3T(2) + dm

soist T(n) von O(n'®?3), diesist von O(n**).
14.4. Algorithmus (Multiplikationin O(n'*))

Das Aufteilen des Multiplikationsproblems in drei Teile erfolgt in folgender Weise: Zunéchst
werden die Zahlen aund b wie gehabt in zwei Telle zerlegt. Esist also

a=a...a, & = ... &y2, &' = a2+ 1..- &,
b= b1 bn, b = b1 bn/z, b* = bn/2+1... bn.

Fur Zahlen zur Basis 10 wird folgende Zerlegung vorgenommen:

1.Teilproblem 2.Teilproblem 1Teilproblem  3.Teilproblem 3.Teilproblem
7 7 n ) " 11 ) L 1 " 11 D " i}
ab 10" +((a-a")(b"-b’)+ ab + a'b' )02+ a'b

a'bT0" + (ab'-a'b—a'b'+a’b+a’b+a’b’) [10¢ +a'b"

= a'bl10" +a'b'[10? +a"bT10? +a'b" =ab
Programm flr Zahlen zur Basis 2

Prozedur Mult(X, Y, n)
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X, Y sind ganze Zahlen mit Vorzeichen, 0 < [X|, [Y| < 2", nist eine Zweierpotenz.

1. s:=sgn(X)sgn(Y) ; sgn(X) = +1 — positives Vorzeichen,
sgn(X) = -1 — negatives Vorzeichen

2. X:=X]

3. Y =|Y]|

4. if n=1then

5. if X=1landY =1

6. thenreturn s

7. else return 0

8. A*:=Bitl.. Bity vonA

9. A" :=Bit3+1...Bitn vonA

10.B* :=Bit1... Bt} vonB

11.B* :=Bit5 +1... Bitn von B

12.m1:= Mult(A*, B*, %)

13.m2 := Mult(A*-A*, B'-B*, 3

14.m3 := Mult(A*, B*, %)

15. return(sfm12” + (m1 + m2 + m3)[(2"? + m3))

Die Prozedur erfiillt die Bedingungen von Satz 14.3, daher ist die Laufzeit O(n'?).

15. Divide-and-conquer Il: Matrizenmultiplikation
15.1. Algorithmus (Strassen 1968)

(@) Vorgehensweise wenn n eine Zweierpotenz ist:

1 Setze A= 1 A12 E B= gll BlZ E
1 A22 21 BZZ
2. Berechne mit ©(n°) skalaren Additionen und Subtraktionen 14 2 x 2 -Matrizen Ay, By, A,, By,
...y A7, B7.

3. Berechnerekursiv 7 Matrixprodukte P; = A1[By, ..., Py = A7[B7.

C
4. Berechnedie Matrizen Cyq, C1s, Co1, Cop mit C = gn 12 Eaus den Py, ..., P; in dn? skalaren

21 22

Additionen und Subtraktionen.

Dann gilt folgende Rekursionsgleichung:

T =d
T(n)=70T(2) +d 0’

fir geeignetes d. Fiir T(n) ergibt sich daraus T(n) = O(n'%7).

(b) Wahl der Zerlegung der Matrizen A und B.
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Die Matrizen A und B sind so in Teilmatrizen A; und B; zu zerlegen, dass die Teilmatrizen Cyq mit

Cll = All [ Bll + A12 [BZl
C12 = Ail l:BlZ + A12 EBZZ
C21 = A21 [Bll + A22 [BZl
C22 = A21 |:Bl2 + A22 |:B22
mit 7 Multiplikationen zu berechnen sind. Nach (a) sollen sich die Teilmatrizen Cy;, Ci2, Cy1, Cox2

aus den Tellmatrizen Py, ..., P; ohne zusétzliche Multiplikationen ergeben. Dabel ist P, = Ai[B;. Es
wird gesetzt:

obere Halfte von A untere Halfte von A
A=a, A taA, ta Ay ta A,
linke Halfte von B rechte Halfte von B

B =8.B, + B,B, + BB, + 5,By

wobel ajj, ; O {-1, 0, +1}.

16. Backtracking: Das aussagenlogische Erfullbarkeitsproblem
16.1. Definition (Aussagenlogische Formel)

(@ Se Va ={xi, X2, ..., Y1, ¥2, ...} €ine Menge von Symbolen. Sie werden a's aussagenlogische
Variablen bezeichnet. Die Menge der aussagenlogischen Formeln wird induktiv Uber der
Menge der aussagenl ogischen Variablen definiert:

1. Ist x eine aussagenlogische Variable, dann ist x eine aussagenlogische Formel.
2. Sind F und G aussagenl ogische Formeln, dann sind auch

FOG (Konjunktion)
FOG (Digunktion)
-G  (Negation)

aussagenl ogische Formeln.

(b) DieAbbildung ttist definiert durch
Tt Var - {0, 1}

Sei F eine aussagenlogische Formel. Die Aussage
nt[F F (Fwirdwahr unter 1T, terfillt F)

ist induktiv Gber F wie folgt definiert:
nEFExfirxOVa < mx)=1

nEFEFOG o mnEFEFodennxG
nEFFOG e mEFEFudnZFG
nE-F = nichtm®xF

(c) EineFormel Fist erfillbar genau dann, wenn esein Ttgibt mit (& F.
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16.2. Definition (Konjunktive Normalform)

Eine aussagenl ogische Formel F ist in konjunktiver Normalform genau dann, wenn

F=(ly Ly Lo Oy JO(Lnw CLp Ty JC C(Lm C Ly T Ly )
Dabel sind die L; Variable oder negierte Variable (sog. Literale).

16.3. Satz (Aquivalenz der konjunktiven Normalform)
Jede Formel F kann in eine Formel G mit |G| < cl]F| transformiert werden, so dass gilt:
Gist erflllbar = Fist erfillbar.

16.4. Lemma (Reduktion von Formeln)

Sei F eine Formel in konjunktiver Normalform und enthalte F die Variable x. Fx=1 entstehe aus F
nach folgender Vorschrift:

1. EntfernejedesLitera L ausF, dasx enthalt.
2. Streiche-x injedem Literal, in dem es enthalten ist.

Fx=0 entstehe aus F nach folgender Vorschrift:

1. EntfernejedesLitera L ausF, das-x enthalt.
2. Streichex injedem Literal, in dem es enthalten ist.

Dann gilt: Fiz1  FOX=1 und F =« FOXx=0
16.5. Algorithmus (Erflllbarkeit)

Prozedur Davis-Putnam(F)

if F=0 then return , erfullbar”

if O in F then return ,, unerfillbar®

wahle eine Variable x von F

H:= Fx=0

if Davis-Putnam(H) =, erfullbar*
thenreturn ,, erfillbar”

H:=F=

return Davis-Putnam(H)

NN

Pure-litera-rule: Zeile 3. wird folgendermal3en modifiziert: Kommt in F nur die Variable x vor und
nicht = x, dann ersetze die Zeilen 4. — 7. durch

4. H = sz]_
5. return Davis-Putnam(H)

Entsprechend, falls nur die negierte Variable - x vorkommt aber nicht x.

Unit-clause-rule: Kommt x ohne Digjunktion vor, d.h. gibt es ein Literal der Form L = x, dann setze
x=1

Alle bekannten Algorithmen fir SAT haben exponentiellen Zeitaufwand!
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17. Branch and bound: Das Problem des Handlungsreisenden
17.1. Beispiel

Gegeben sei die Landkarte von Abbildung 17.1, in der Stadte mit ihren Koordinaten eingetragen
sind.
ce(L,7) de (157

e o (15 4)
b e (4,73

¢ (18,0

Abbildung 17.1

Als Entfernung zwischen zwel Stadten wird der euklidische Abstand genommen. Danach ist

ab=y(x, =% ) + (.- o)

L6sung mit Hilfe des Algorithmus von Kruskal.

Die Orte bilden die Knoten in einem ungerichteten Graphen, die Entfernungen die Gewichte an den
Kanten.

Wahle die kiirzeste Kante (v, w) so dass die Eigenschaften (1) und (2) erfllt sind:

(1) Esqgibt bisher hochstens eine Kante (v, v*) und hochstens eine Kante (w, w*).

(2) Die Knoten v und w liegen bisher in verschiedenen Komponenten, es sei denn, die Kante (v,
w) ist die letzte zu bestimmende Kante.

17.2. Beispiel

Gegeben sal der ungerichtete gewichtete Graph von Abbildung 17.2.

a
1 1000
b e
10
1 3 1 1
c ! d

Abbildung 17.2
Mittels der greedy-Strategie erhdlt man die Rundreise (a, b, ¢, d, e, @). Ihre Lange ist 1004.

Eine andere Rundreise ist (a, ¢, b, €, d, a). Bei ihr erfolgt die Auswahl der ersten und der dritten
Kante nicht nach der greedy-Strategie. Ihre Langeist 25.

Bestimmung einer optimalen Rundreise mittels Permutationen:
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n:=|V|

fur alen! Permutationen Ttder Zahlen 1, 2, ..., ndo
setze1i(i) =] < | ist Nachfolger voni
berechne die Kosten der Permutation

pwWDdDE

Fur die Laufzeit dieses Verfahrens gilt Q(n!).
Bestimmung einer optimalen Rundreise mittels Backtracking:

Setze bei jeder Kantenauswahl einen Verzweigungspunkt, der die dbrigen, noch zur Auswahl in
Frage kommenden Kanten enthalt.
Bestimmung einer optimalen Rundreise mittels branch and bound:

1. Beginn mit der leeren Rundreise
2. fir ale Blattknoten v do
3. expandierev falls die Bedingungen (1) und (2) erflllt sind

(1) Kosten(v) = Summe der Kosten der Kanten oberhalb von v ist minimal an alen Nichtblatt-
knoten.

(2) Fur jedes bereits so generierte Blatt b des Baums gilt: Kosten(b) > Kosten(k).

17.3. Algorithmus (Branch and bound)

1. active:=w ; W ist die Wurzel des Baums
2. K[w]:=0 ; Kosten der zu w gehorenden Ldsung. Esist K[w] < Kosten
jeder zu w gehdrenden Losung, d.h. K[w] ist untere Schranke.

3. currentbest ;= oo ; Kosten der bisher besten gefundenen Ldsung
4. whileactive# [J do
5. k:=enKnoten w aus active mit K[w] minimal
6 active .= active — {k}
7 erzeuge die zul&ssigen Kinder Kj, ..., Kx und bestimme K[K4], ..., K[K]
; K[Ki] sind die Kosten der Ldsung K;, fallsk; eine LAosung ist

8. foradlk O{Ky,.., K} do

9. iIf K[K] = currentbest

10. then [dsche K

11. elsaif K ist vollstéandige Losung
12. then currentbest := K[K]

13. else active .= active [1 {K}

Nach dem Durchlauf durch den Algorithmus ist k die Losung mit K[K] = currentbest.
17.4. Definition (Kostenfunktion fur Knoten)
Gegeben sal ein gewichteter Graph G = (V, E, d) mit der Kostenfunktion

d:VxV - 0O"
d(v,v)=0

Sei V|=nund R = (vq, V2, ..., Vp, V1) €n einfacher Kreis. Dann werden die Kosten von R wie folgt
bestimmt:
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